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Retromath: Dinamica del contagio

di Giuseppe Fedele

by

La storia e piena di pestilenze ed epidemie. Un
primo caso documentato € la peste di Atene (430
a.C.) che lo storico Tucidide descrisse come una
malattia proveniente dall’Etiopia che passo
attraverso I'Egitto e la Libia nel mondo greco.
La peste nera fu una pandemia Importata, forse
nel 1346, dal nord della Cina e che si diffuse In fasi
successive alla Turchia asiatica ed europea per
poi raggiungere la Grecia, I'Egitto e la penisola
balcanica. Manzoni dedica alcuni capitoli dei
Promessi Sposi e la Storia della Colonna Infame
alla peste di Milano del 1630 scatenata dalla
discesa delle truppe tedesche che la covavano in
forma endemica. L’elenco potrebbe continuare
fino ai nostri giorni [1].

Questi tipi di malattie a carattere di pandemia
sono fonte di polemica e allarmismo sociale.
Quello che a nol Interessa & capire come sl
realizzano le loro previsioni e come modellare Il
loro comportamento e, perché no, provare a

simulare il modello su un retro computer!

Un modello matematico con cui descrivere la
diffusione di una epidemia & il modello SIR. Questo
tipo di modello puo essere fatto risalire al lavoro
di Kermack e McKendrick del 1927 [2].
L’acronimo & legato alle classi In cul la
popolazione pud essere suddivisa durante
un’epidemia:
e gliindividul sani S(t) suscettibili di essere
contaglatl;
e gliinfetti I(t) che sono a loro volta veicolo
dell’infezione;
e | guariti (o deceduti) R(t) detti rimossi.

Se indichiamo con N il numero di individui della
popolazione che supponiamo essere costante,
ovvero trascuriamo il numero di nascite e morti
naturali nel periodo di osservazione dell’epidemia,
sl avra ovviamente che la somma delle tre classi
dovra uguagliare 1l numero di Individui:

S)+I1(t)+R(t) =N

S(t) non pud che avere un andamento
decrescente: con passare del tempo 1 sani
vengono contaglatli ed aumentano Il numero I(t)
degli Infettl; Il numero degll infettl I(t) aumenta In
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un primo periodo e ci sl augura che diminuisca
quando I'epidemia tende a scomparire; R(t)
ovvero Il numero del rimossi non pud che

aumentare
0<R()<N

Facciamo alcune Ipotesi semplificative:
e non c’é tempo di incubazione, ossia ogni
infetto & immediatamente infettivo;

e |l contagio avviene per contatto diretto;
e gliincontri tra due qualsiasi individul sono
equiprobabili.

Sotto queste ipotesi segue facilmente che il
numero di nuovi contagiati e quindi di nuovi
infettivi, per unita di tempo, & proporzionale al
numero di Incontri possibili tra gli Individul
appartenenti alla classe dei suscettibili e di quelli
appartenentl alla classe degli Infettl; poiché ogni
individuo appartenente alla classe degli infetti pud
potenzialmente Iincontrare tutti gli individul
suscettibili segue che il numero di contatti &
proporzionale al prodotto S(t)I(t); d’altra parte,
nella stessa unita di tempo vi saranno degli
individul malatl e quindli infettivi che guariscono.
Abbiamo quindi il seguente modello differenziale:

ds(t)
7 = —aS(t)I(t)
4O _ aswie) -pio)
dR(t)

T=Bl(t)

dove a > 0 ¢ il tasso di infezione e f > 0 il tasso
di guarigione. Per essere risolto il modello SIR ha
bisogno di condizioni iniziali:

e il numero Iniziale degli infetti 1(0) = Iy;
e R(0) =R, eventuall individui
naturalmente immuni dall’infezione

consliderata;
[ ] S(O)=SO=N_IO_R0.

Dalla prima equazione sl nota che la derivata
temporale di S(t) & negativa (come Ipotizzato Il
numero del suscettibill puo solo diminuire); Inoltre
dalla seconda equazione si vede che se S(t) <
B/a , allora anche il numero degli infetti tende a
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diminuire: in particolare se il numero iniziale dei
suscettiblli & Inferiore al valore soglia, Sy < B/a
(indichiamo questo valore con §), I'infezione non
si propaga ovvero il numero degli infetti non
aumenta. Se S, > § allora I(t) cresce finché S(t)
non scende sotto il valore soglia.
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400

300 -
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0 50 100 150 200 250 300

Figura 1. Esempio di dinamica dell'infezione.

Facclamo un esemplo. Supponiamo di avere la
seguente situazione iniziale:

a 0.0001
B 0.05
So 1000
Io 1

Ry 0

La Figura 1 mostra gli andamenti di S(t), I(t) e
R(t). Sl nota che al termine dell’epidemia non
tutta la popolazione & stata Infettata, S(t) si
assesta Infattl su un valore limite di circa 200
definito dimensione dell’epidemia. Il fatto che
I’epidemia finisce & testimoniato dal fatto che I(t)
tende a zero per templ sufficientemente lunghl e
quindi I'epidemia & destinata ad estinguersl, ma
non per mancanza di suscettibill. Notiamo Inoltre
che In corrispondenza dell’istante In cul S(t)
raggiunge il valore soglia § = 500, il numero di
infetti Inizla a decrescere fino ad annullarsi.

Contenimento del contagio
Abblamo visto come la condizione per lo sviluppo
dell’epidemia & S, > §. Il parametro a puo essere
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modificato riducendo I'opportunita di contatto tra
gli Individui (isolamento, quarantena, ecc.), Il
parametro B Invece pud essere modificato
dall’assunzione di medicinali. Il numero inziale deli
suscettibili pud invece essere ridotto attraverso
una campagna di vaccinazione.

Ma quante persone & necessario vaccinare?
Supponendo di essere in grado di vaccinare una
percentuale n della popolazione, Il numero del
suscettibili diventera allora (1 —n)N. Affinche
I’epidemia non sl sviluppi, dovra essere

(1-nN<S$§

da cul si ha che la percentuale di persone da
vaccinare &

)
n>1- N
Gravita del contagio
E’ possibile stimare in anticipo quale percentuale
della popolazione sara colpita? Dal modello SIR &
possibile esprimere 1l numero degli Infetti In
funzione del suscettibili (vedi riquadro di
approfondimento)

I(S) =c,—S+6logS

dove ¢y =1,+S,—logS,. Poiché all'inizio si
presuppone che [y K Sy, possiamo trascurare Il
numero iniziale degli infetti e approssimare ¢, =
So —6logS,.

Quando l'epidemia & terminata allora I =0 e
quindi si ha che

S — 810gSs, = Sy — 5log S,

dove S, Indica Il numero di suscettibili ad
epldemia terminata, da cul & possibile calcolare
numericamente il rapporto S.,/S,, ossia la frazione
della popolazione che non sara contagiata.

Il picco dell’epidemia si ha, come gia detto, In
corrispondenza dell’istante in cui il nhumero dei
suscettibili diventa parl al rapporto g/a, quindi Il
numero degll infettl sara

Ipax = 1(8) = ¢y — 5 + 5logd

BRI
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